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Let p be a rational prime. We classify those k[(E/pZ)‘]-modules arising as 
submodules of the units (mod. torsion) of a real abelian field K with Galois group 
(Z/p.iZ)‘, up to isomorphism and up to genus. Explicit results are given when p is 2 
or 3. We apply our classification to discuss the existence of a Minkowski unit in K 
for arbitrary p. 
Soit K une extension abelierme reelle de C!, de groupe de Galois (note G) 
isomorphe i (Z/pZ)‘, pour un nombre premier p. On cherche dam cet 
article, comme L. Bouvier et J.. J. Payan dans [l], i classifier les sous-Z [G]- 
modules du groupe des unites de K modulo la torsion (note E), a Z [G]- 
isomorphisme pk. 
Tout d’abord, on designe par G le groupe (Z/pZ)“, pour un entier nature1 
n, et par S un anneau dans lequel aucune puissance de p n’est nulle; on note 
A?’ I’ensemble des sous-groupes de G d’indice p. On montre en (1) que 
l’ttude, a S[G]-isomorphisme pres, des S[G]-modules M tels que MC soit nul 
et tels que M” soit fix& pour tout H de X, se ramene i l’etude de certains 
sous-(S/p”-‘S)[G]-modules de BHrlP” MH/pMH, modulo un certain groupe 
d’automorphismes de @,,EdPM”/pMH. 
On obtient alors en (2), lorsque n = 2, une classification des Z [G]- 
modules M tels que i@ soit nul et que M” soit fixl, et soit nul ou indecom- 
posable pour tout H de 3, group&, soit par classes de Z [ G]-isomorphisme, 
soit par genres, au sens de I. Reiner dans [ 151. Cette classification est 
realisle par les sous-f,[G]-modules Q de @,,,M”/pMH tels que 
Q n (MH/pMH) soit nul pour tout H, modulo l’action du group A = 
rI HEX AUtFJG,“, (MH/pMH) dans le second cas, et modulo l’action du sous- 
groupe de A “correspondant” (en un sens precise en (2)) aux unites du p-&me 
corps cyclotomique dans le premier cas. 
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En (3), on etudie quelques propriltes des iF,[G]-modules qui interviennent 
dans (2); cela permet de determiner leur structure sur F&G], lorsque la 
longueur de Q @z M sur O[G] est inferieure a 4. 
On donne en (4) une methode permettant de compter les F,[G]-modules 
qui interviennent dans (2), i l’action de A pris. Lorsque la longueur de 
Q ap M est inferieure a 4, on utilise cette methode pour compter le nombre 
de classes de Z [G]-isomorphisme des modules M etudies. 
Enfin, en (5), on cherche quand l’extension K/Q admet une unite de 
Minkowski, c’est-i-dire quand E est h [G]-isomorphe a Z [Cl/Z . G. On 
obtient, pour p quelconque, une condition nicessaire et suffisante pour que E 
soit dans le meme genre que Z [G]/E . G, en fonction de relations entre E et 
les groupes d’unitts modulo torion des corps intermediaires KH (pour H dans 
Z); l’une de ces relations peut aussi s’exprimer comme une relation entre le 
nombre de classes de K et ceux des K*. Lorsque p vaut 2 ou 3, cela donne 
une condition necessaire et suffisante d’existence d’unite de Minkowski. On 
termine par des exemples d’extensions de type (3, 3) admettant une unite de 
Minkowski. 
Rappelons que d’autres familles de representations des groupes (E/pZ)’ 
ont ete construites par D. L. Johnson [7], I. Reiner [ 161, E. C. Dade [4], et 
qu’une clasitication complete des representations inttgrales indecomposables 
de (L/2Z)’ a ete faite par L. A. Nazarova [ 131. 
1. REPRESENTATIONS SANS POINT FIXE NON TRIVIAL DE (Z/PZ)~ 
Pour tout groupe lini r, on note i= l’element Cycr y de Z IT’]; et pour tout 
Z [T]-module M, on note Mr le sous-module de M forme des points fixes par 
r. 
Designons par S un anneau commutatif unitaire, par r un groupe lini, et 
par Zr l’ensemble des sous-groupes d’indice premier de K Le resultat suivant 
est immediat: 
LEMME 1.1. Soit M un SIT]-module tel que Mr soit nul. Alors fM est 
nul, et (MH)“’ est nul pour tout H, H’ distincts dans Rr. Si de plus r est 
abklien, la somme des MH dans M, pour H parcourant Rr, est directe. 
Notons p un nombre premier, n un entier >l, G le groupe (Z/pZ)“, et X 
I’ensemble ZG. 
LEMME 1.2. Si M est un S[G]-module tel que w soit nul, alorsp”-‘M 
est contenu dans @,, FMH. 
Dkmonstration. 11 suffit de remarquer que p”-’ est egal 1 C,, yfi - 
((P”-’ - I)/(P - 1)) G d ans S [G], et d’utiliser le lemme 1.1. 
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Donnons-now, pour tout H de 8, un S[G]-module NH Iixe par H et tel 
que (NH)G’H soit nul. Notons N le S[G]-module BHEFNH, et 71 la projection 
canonique de N sur N/p’-‘, 
PROPOSITION 1.3. La projection 71 induit une bijection entre l’ensemble 
des sowS[G]-modules M de N tels que MH soit egal a pn-‘Nt, pour tout H 
de Z’, et l’ensemble des sous-(S/p”-‘S)[G]-modules Q de N/p”-‘N tels que 
Q CT (Nn/p”- ‘Nn) soit nul pour tout H de A? 
Demonstration. 11 est clair que l’on obtient une bijection entre l’ensemble 
des sous-S[G]-modules M de N tels que M* contienne p”-‘NH pour tout H, 
et l’ensemble des sous-(S/p” - ‘S)[G]-modules Q de N/p”- ‘N, en posant 
Q = n(M) et M = z-‘(Q). 0 n virifie alors que MH/pnn ‘NH est isomorphe i 
Q n (Nn/pn - ‘NH). 
Remarque. La proposition 1.3 ne presente aucun interi% lorsque p est 
inversible dans S (alors M = N et Q = 0), ni lorsque p”-’ est nul dans S 
(alors M = Q), ni lorsque n vaut 1 (alors A4 = N et Q = 0). 
Supposons de plus qu’aucune puissance de p n’est nulle dans S, et que les 
modules N,, sont sans p-torsion. On dtduit alors de la proposition 1.3 le 
resultat suivant: 
TH~OR~ME 1.4. La projection 71 induit un isomorphisme entre: 
(1) Pensemble des classes de S(G]-modules M saris P-torsion a S[G]- 
isomorphisme pres tels que M” soit nul et que MH soit S[G]-isomorphe a NH 
pour tout H de 3; 
(2) l’ensemble des classes de sous-(S/p”-‘S)[ G]-modules Q de 
N/p”-‘N tels que Q n (NH/p”-‘NH) soit nul pour tout H de Z, modulo 
l’action de l’image de Aut,t,,(N) dans Aut(,,,~,,,lGI(Nlp”-‘N). 
Demonstration. A tout couple (M, 9) forme d’un S[ G]-module M sans p- 
torsion tel que W soit nul, et d’un S[G]-isomorphisme 9 de @,, rMH sur 
N, associons le sous-S[G]-module M, de N Cgal a 9(pR-‘M). On obtient 
ainsi tous les sous-S[G]-modules M, de N tels que My soit egal a p”- ‘N,, 
pour tout H de R, de plus, M, est alors S[G]-isomorphe a M. 
Notons Q = x(MI). D’apres la proposition 1.3, il reste a montrer 
l’assertion suivante: 
Soit (M’, 9’) un couple verifiant les memes hypotheses que @4,9); notons 
M; = 9’(p”-‘M’) et Q’ = n(Mi). Alors M, et M’, sont S[G]-isomorphes si et 
seulement si Q et Q’ sont congrus modulo l’image de Aut,tGl(N) dans 
AUt(slpn-rs)IG](N/Pn- ‘NJ 
Or il suffit, pour s’en convaincre, de remarquer dune part que p”-‘N est 
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Cgal i @HExMy et B BHEX i@’ et que N est sans p-torsion, et d’autre part 
que M, est &gal i n-‘(Q) et M’, it n-‘(Q’). c.q.f.d. 
Remarque. Comme N = @ NE xNH, et NH = NH pour tout H de CT, le 
groupe Aut,tc,(N) est egal a nHEvAut,r,,,NH. Par contre, le groupe 
A%,,-w&W ‘-IN) contient ~r,E,XAut~S,p~~,S~,C,,,l(NH/pn-‘NI,), mais ne 
lui est pas egal en general, car l’inclusion de NH/p”-‘N,, dans (N/f-‘N)H 
peut Ctre stricte, comme on le verra dans ce qui suit. 
2. CLASSE D'ISOMORPHISME ET GENRE DE 
CERTAINES REPRbSENTATIONS INTEGRALES DE (Z/@)2 
Considerons toujours le groupe G = (Z/pZ)“, ou p est un nombre premier, 
et n un entier 22. Notons [ une racine primitive d’ordre p de l’unite, fixee, 
dans une cloture algebrique de Q; notons Q (p) le p-tme corps cyclotomique 
C!(c), h@’ le nombre de classes d’idtaux de UJ!‘p’, et U le groupe des unites de 
(J(P) 
Remarque 2.1. Soit M un b [G]-module, libre sur Z de type fini, tel que 
MG soit nul. Alors, pour tout H de B+‘, le Z[G/H]-module IL@’ s’identifie (en 
un sens prkisl ci-dessous) i une somme directe d’idtaux de @“. 
Supposons en effet MH non nul (pour un H de Z), et notons 44, un terme 
d’une decomposition de I@’ en somme directe de Z [G/g]-modules indecom- 
posables; alors MflH est nul. 
Or, le groupe G/H est cyclique d’ordre p; C. W. Curtis et I. Reiner ont 
determine dans [ 31 les Z [T]-modules indecomposables lorsque r est cyclique 
d’ordre premier; on en trouvera une exposition elementaire dans [5]. Si r est 
isomorphe i Z/p& il y a (2/z”’ + 1) Z[r]- mo u es indecomposables, It Z [r]- d 1 
isomorphisme pres: le module Z (fixe par r), h@’ modules X de dimension 
(p - 1) (pour lesquels Xr est nul), et h@’ modules X de dimension p (pour 
lesquels Xr est de dimension 1). En particulier, si X est un Z[T]-module 
indecomposable de dimension (p - I), il est annule par f. Or, pour chaque 
ginkateur y de r, on dkfinit un isomorphisme d’anneaux de Z [T]/Z . r’ sur 
E [ 1;] en associant [ a y. On sait qu’alors X s’identifie a un ideal ‘u de Q@‘, et 
que deux Z [T]-modules indecomposables X et X’ de dimension (p - 1) sont 
Z [T’]-isomorphes si et seulement si les ideaux de Cl!@’ qui leur correspondent 
sont dans la m&me classe; de plus, changer de ginkrateur pour r revient i 
remplacer ‘?I par l’un de ses conjugds. 
Ainsi, tout choix d’un generateur de G/H permet d’identifier M, a un ideal 
de Q@), d’od le resultat annonce. 
Notation 2.2. Notons desormais G le groupe (Z/pZ)‘; Iixons un sous- 
ensemble 3’ de Z, et, pour tout H de Z’, un Z[G/H]-module indbcom- 
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posable NH, libre sur E de type fini, et tel que (NH)GIH soit nul. Si H est dans 
F mais pas dans Z’, posons NH = 0. Notons N le Z [G]-module BHEFNH, 
et NH (resp. E) le IF&G]-module NH/pNH (resp. N/pN). 
Pour tout H de R’, choisissons une identification de NH avec un idial de 
a@’ (comme en 2.1), et notons U, l’image de II dans AutFp[C/H1(c); alors 
U, ne dkpend pas du choix de l’identification. 
DEFINITION (d’aprb [ 151). P our tout groupe tini r, on dit que deux 
HIT]-modules M et M’ sont dans le m&me genre si les Q[T]-modules 
Q 0: M et Q OH M’ sont isomorphes, et si, pour tout nombre premier I, les 
Z,[ Tl-modules 7, OS M et Z, On M’ sont isomorphes. 
On dtfinit ainsi une relation d’tquivalence entre Z[T]-modules, moins 
forte que la relation “A4 et M’ sont Z [T]-isomorphes.” 
En appliquant le thtorkme 1.4 successivement avec S = Z et S = Z,, on 
obtient le r&what suivant: 
PROPOSITION 2.3. L’ensemble des genres (resp. l’ensemble des classes de 
Z [G]-isomorphisme) des Z [G]-modules M, libres sur Z de type fini, tels que 
AP’ soit Z[G]- isomorphe ri NH pour tout H de Z, est en bijection avec 
rensemble des classes des sous- f&G]-modules Q de fi tels que Qcq soit 
nul pour tout H de Z’, modulo l’action de nTHEzC AutFprclHI(N,,) (resp. 
modulo l’action de nH, I, U,). 
De’monstration. 11 sufit de vCrifier que l’image de AutzplGj(Zp @,A) 
(resp. de Aut,&N)) dans AutFprcl(fl) est Cgale i nHCX, AutFDL&NH) 
(w. h III HE yl W. 
Or Aut,&N) est &gal B nHe Aut,,,l(NH), done ces images sont 
contenues dans &, I’ AutFg[G,HI (NH). Pour tout H de X”, identifions NH g 
un id&al de a@’ (cf. 2.1); alors le groupe AutzI,JNH) s’identifie B U, le 
growe A%,IG,Hl(~p O,W 1 (Z,Kl)*9 et le wwe AutFDIG,dNH) i 
(Z[CJ/~Z[[])* (oti l’on dksigne par A*, pour tout anneau A, le groupe des 
unit&s de A). c.q.f.d. 
Afin de “mesurer” la diffkrence entre les relations “M et M’ sont Z [G]- 
isomorphes” et “M et M’ sont dans le mi$me genre,” lorsque M et M’ 
vkrifient les hypothises de la proposition 2.3, il faut done ivaluer I’indice de 
l’image de U dans (H f[]/pZ [Cl)*. 11 sufit pour cela de prendre j ==p - 1 
dans la proposition ci-dessous 2.4. 
Notons hy’ le nombre de classes du sous-corps r&e1 maximal de QCp), et 5V 
le sous-groupe de U formi des unit&s cyclotomiques, c’est-g-dire le sous- 
groupe engendrk par (-c) et par les ((p - 1 )/(C - I)), pour 
a E (2, 3 )...) (p - 1)/2}. 0 n sait que l’indice de k? dans U est Cgal i h’f [ 10. 
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theoreme 3.5.11. De plus, la conjecture de Vandiver dit que p ne divise 
jamais hy’. 
Notons &jj la projection canonique de Z,[C;]* sur (Z [[]/([ - I y’ Z [C;])*, 
pour tout entier j veritiant 1 <j < p - 1. 
Pour tout reel x, notons {x) le plus petit entier superieur ou egal a x, et 
[x] le plus grand entier inferieur ou egal a x. 
PROPOSITION 2.4. L’indice de Gj(U) (resp. de Wj(P)) darts 
(Z [[I/(( - 1 y’ Z [cl)*, pour 1 ,<j <p - 1, esr de la forme pl’p~ (resp. p’i~), oti 
vPSj (resp. v;,~) est un entier naturel. L’exposant vPj est inferieur ou &gal a 
v;,~, avec egalite des que p ne divise pas hy’. De plus, vb,, vaut 0, et Vb,j est 
superieur ou egal a {(j - 3)/2 ) Iorsque 2 <j ,< p - 1, avec egalite des que p 
est un nombre premier regulier, ou que j est inferieur ou egal h 12. 
Demonstration. La proposition &ant immediate pour p = 2, supposons p 
impair. Montrons d’abord que qj(%) a pour indice une puissance de p. 
Comme le groupe (Z [ <I/([ - 1 y)* est d’ordre (p - 1)$-l, il sufftt de 
trouver un element u de Fz? dont l’image ait pour ordre un multiple de 
(p - 1). Or l’image de (-0 est d’ordre 2 si j = 1, et d’ordre 2p si j > 2; et 
l’image de (e - l)/({ - 1) (p our 1 <a <p - 1) est d’ordre n,(a) si j = 1, et 
d’ordre n,(a)p si j > 2, 06 n,(a) est I’ordre de a modulo p. II s&it done de 
prendre u = -[ lorsque p = 3, et u = (p - l)/([ - l), ou a est une racine 
primitive modulo p, lorsque p > 5. 
Ceci prouve que tij(%) et Oj(V) ont pour indice une puissance de p, et que 
si p ne divise pas hy’, Wj(U) coincide avec cZj(%), De plus, l’indice de Gj(%) 
dans (Z[c]/([- ly)* est egal a l’indice de Gj(%‘) dans 
1 + ((4 - 1) Z [cl/(6 - 1 y), si 9’ designe le sous-groupe de % engendre par [ 
et par les ((p - l)/(c- l))nJa), pour 2 < a < (p - 1)/2. En effet, %’ (resp. 
I + ((c - 1) H[[]/([ - ly’)) est le p-sous-groupe de Sylow de g (resp. de 
(Z[[]/(c - ly’)*); il s&lit done d’appliquer le “lemme du serpent” au 
diagramme commutatif a lignes exactes ci-dessous: 
0 - Oj(P) - Wj(%) - o?j(iv)/oj(s?‘) - 0 
I? \ ‘1 
o~1+((r-1)~lrl/(r-ly’)-,(~lrl/(r-1~)*~~f’O 
La proposition est Claire lorsque j = 1; supposons done j > 2. Notons U” 
le growe 1 + (C - 1)” EPIC1 (p our tout entier n > 1); il s’agit de determiner 
l’ordre de l’image de %’ dans U1/Ui. Or, on connait une base de U’lti sur 
IF, dans laquelle les coefficients des images de C et des ((p - l)/([- I))n~(o’ 
(pour 2 < a <p - 1) sont donnb par la matrice (A o,k l<a((p-l)/Z,l<k<j-1 OU ) 
A,,, = -1, A,,, = 0 pour k > 2, et A, k = (Bk/k2)np(a)(ak - 1) modulo p, 
pour a > 2 et k quelconque (on dekgne par B, le k-&me nombre de 
641/13/Z-8 
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Bernoulli) [ 10, theoreme 7.1.41. Done le rang de cette matrice est egal a la 
dimension sur F, de l’image de P’ dans U’/l.?. Or ce rang vaut 1 +p, si p 
disigne le rang de la matrice (,I ) a,k 2<a<@- 1>/2,2<k<j- I * On ne change pas p 
en enlevant a cette matrice les colonnes d’indice k, avec k impair (car B, est 
alors nul). Ensuite, si on met en facteur Bk/k2 dans la k-eme colonne et 
n,(a)(a’- 1) dans la a-tme ligne, on obtient la matrice (u2(“-l) + 
a 2(h-2) + ..* +a2 + 1)2(a(,p-,),*,I<h<[Ci-LM21, dont le rang, note p’, est 
superieur ou igal a p, avec egalitb des que p est rtgulier ou j < 12 (car les 
numerateurs de B,, B,, B,, B, valent 1 et celui de B,, vaut 5). En 
soustrayant la colonne d’indice (h - 1) a la colonne d’indice h (pour 
2 $5 l(j- 1)/21), on voit que p’ est egal au rang de la matrice 
)2<a<+t,,2 I<h<[ci-1)/2]’ En gardant les [(j - I)/21 premieres lignes 
ipe cette matrice (car [(j - 1)/2] < (p - 1)/2) , on obtient une matrice Carrie 
dont le determinant est de type Vandermonde et vaut 
rI 26a<a,(,o+IMZ1 (a” -a’). I1 est non nul, done p’ vaut [(j- 1)/2]. On a 
done obtenu, pour p > 3 et 2 <j <p - 1, le risultat cherche: vb,j = (j - 1) - 
(l-~)~j-2-p’={(j-3)/2}, avec egalite dts que p est regulier ou 
j< 12. c.q.f.d. 
3. REPR~ENTATIONS RBALISABLES DE (Z/PZ)~ 
Soit K une extension galoisienne finie de Q Notons I’ son groupe de 
Galois, m son degre, et E le groupe des unites de K modulo la torsion. Alors 
E est un Z [T]-module annul& par r, et il existe dans E un sous-Z [T]-module 
monogene d’itidice fini. Si de plus l’extension K/Q est reelle, alors E est de 
rang (m - 1) sur 6, done Q @a E est Q[T]-isomorphe i a[I’]/Q . i: Ainsi, 
un Z fr]-module M libre sur Z est isomorphe a un sous-; IT]-module de E si 
et seulement si Q On M est isomorphe i un sous-Qll[r]-module de CI-[ZJ/ti. 
Un tel module M est dit rL;alisable (comme module d’unites) [ 11; il verifie 
bien stir Mr = 0. 
En particulier, lorsque I’= G = (Z/PZ)~, si M est un Z [G]-module 
realisable, on note RM le sous-ensemble de R forme des H tels que MH ne 
soit pas nul. Alors, pour tout H de XM, le Z [G/HI-module MH est indecom- 
posable, et (MH)GIH est nul. Le cardinal de RM, qui est egal a la longueur du 
Q[G]-module Q 6& M, est appeli la longueur de M, et note r; on a bien sur 
r,<p+ 1. 
Nous sommes done dans le cadre de la fin de (2), et nous utilisons 
desormais les notations de (2.2). L’ltude des Z[G]-modules ialisables se 
ram&e done a I’etude des sous-f,[G]-modules Q de 1 tels que QfiG soit 
nul pour tout H de Z’, modulo l’action de nHEF, AutFJGIHI(N,,) et de 
n HEX, U,. Nous itudions dans ce paragraphe quelques proprietes get&ales 
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de ces modules Q; I’action des automorphismes sera we en (4). Ce qui suit a 
ete expose en detail dans (61. 
Notons I l’idial d’augmentation de lF,[G], c’est-i-dire I’idtal de FV[ G] 
engendre par les elements (g - l), pour g dans G\( 1). Pour tout F,[G]- 
module X et tout entier j, notons X”’ le noyau de’lj dans X. c’est-a-dire l’in- 
tersection des noyaux des endomorphismes de X de la forme mi,’ (g, - l), 
lorwe (gk)l<k<j P arcourt (G\( 1 }y. On a bien sdr X0’ = 0, et X”’ cp+” 
pour tout j. D’autre part, I(pz-“(p-“t’ est nul, car (g - 1)p est nul dans 
FB[G] pour tout g de G - 11); done X((p’-“‘p-“t” est igal a X, on definit 
alors la hauteur de X (notee k(X)) comme le plus petit entierj tel que X’j” 
soit egal a X. On note n&X) la dimension de X”’ sur F,. 
Par exemple, pour tout H de ST’, le module G est de hauteur (p - I), et 
nj(N*) est tgal a j pour tOUt j < p - 1. 
Considerons les proprietes suivantes, pour un F,[G]-module X: 
(1) pour tout H de 8, XH est egal a p; 
(1’) pour tout entier nature1 j et tout (gk),Ck(j dans (G - (l}y. le 
noyau de l’endomorphisme njk=, (g, - 1) de X est igal a fl’; 
(1”) pour tout entier j > 1, on a nj+ ‘(X) - nj(X) < nj(X) - nj- ‘(X): 
(2) pour tout j dans ( 1, 2,..., k(X)}, on a nji ‘(X) - nj(X) < nj(X) - 
nj- l(x)* 
LEMME 3.1. Soit X un F,, [ G]-module vb-jiant la propri& ( 1). Alors X 
ve’rz@e les propri&s (1’) et (1”). 
Dhnonstration. Pour la propriete (l’), raisonnons par recurrence sur j. 
Le cas j = 0 est clair, et le cas j = 1 est la proprietl (1). Pour j > 2, il s’agit 
de verifier que le noyau de n/k=, (g, - 1) dans X est indipendant du choix 
de I’ensemble { gk}’ <k<j (chaque g, &ant dans G\( I]). Si deux tels 
ensembles tgkh<j et {&Jl<k<j ont un Clement en commun, cela risulte 
immediatement de I’hypothese de recurrence; sinon, on passe par I’inter- 
mediaire d’un ensemble { gi},G,Gj ayant un element en commun avec 
i gkll<k<j et un avec 1 &ll<k<j (c’est possible, car j > 2). 
Mais alors, pour tout entier j > 1 et tout g dans G\{ 1 }, l’endomorphisme 
(g - 1) de X induit une injection de Xof “/p’) dans Xd’/X’--I’; done X 
verifie aussi la propriete (1”). c.q.f.d. 
Soit Q un sowIF&G]-module de R tel que Q n q soit nul pour tout H de 
R’. Notons r le cardinal de R’. 
PROPOSITION 3.2. Le F,[G]-module Q vh$e les propri&s (1 ), (1 ‘), 
(I”), (2); la hauteur de Q est infhieure ou &gale ri (r - 1) et ci (p - l), et 
n,(Q) est strictement infhieur ci r. 
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Demonstration. Montrons d’abord que Q virifie la propriete (1). Soient - 
H dans X et H’ dans Z’. Alors NH,” est Cgal a NH,’ si H est different de 
H’, et a NH, si H est egal a H’. Done, lorsque H n’appartient pas a CT’, NH 
est egal a p, et Q” a QG. Et lorsque H appartient a .Z’, NH est igal a 
p+G,orQnNH est nul, done Q” est contenu dans p, et egal a Q”. 
D’apres le lemme 3.1, Q v&lie done les proprietes (1’) et (1”). 
L’inegaliti nj+ r(Q) - nj(Q) < nj(Q) - nj_,(Q) est verifiee lorsque 
j= ht(Q), d’apres la definition de la hauteur. Lorsque j est dans 
( 1, L.., a - I’}, on montre qu’il existe un element g de G\( 1) tel que 
l’homomorphisme de Qo+“/Qo’ dans Q”‘/Qo-” ne soit pas surjectif. Ainsi, 
Q verilie la propriete (2). 
D’apres la propriete (1’), le module QCr-l) est egal au noyau de l’en- 
domorphisme f = J&, y8--(H0, (h, - 1), ou H, est un element de%“, et h, 
un generateur de H pour tout H dans Z’ - {H,}. Or f annule NH pour tout 
H distinct de H,, doncf(Q) est contenu dans Q r7 NH,, qui est nul. 
D’autre part, la hauteur de Q est inferieure a celle de ii?, qui est (p - 1). 
Enfin, on a ni(Q) < n,(I), avec Cgalite si et seulement si QG = p. Or n,(n) 
vaut r, et QG est distinct de p, car il ne rencontre aucun NH. c.q.f.d. 
Par ailleurs, on a le resultat suivant: 
LEMME 3.3. Pour tout entier a vertjiant 0 <a <p, il existe un F,[G]- 
module monogene de hauteur a vkrtjiant les proprie’tb (1) et (2), et ce 
module est unique a F, [ G ]-isomorphisme pres. 
On le note R,. 
Demonstration. Notons Xa l’ideal de F,[G] engendri par les elements 
(h- lY’(h’- ly’ avec i +j = a, ou (h, h’) forme un systeme gtnirateur de G. 
On montre que Xa est independant de (h, h’), et que le F,[G]-module 
F,[G]/X, a les proprietes demandees. (En fait, tX, = I*.) 
Reciproquement, soit R un F,[G]-module ayant ces proprietes, et soit 8 un 
F,[G]-homomorphisme surjectif de ff,[G] sur R. Alors X, est contenu dans 
le noyau de 0; or la dimension sur IF, de lF,[G]/X= est egale a a(a + 1)/2, et 
celle de R est superieure ou egale i a(a + 1)/2 (par la propriete (2)). c.q.f.d. 
Pour tout H dans X, et tout sous-f,[G]-module Q de fi, notonEH(Q) la 
hauteur de la projection de Q sur NH parallelement Q BHsEaH, NH,. 11 est 
alors clair que le maximum des a,(Q), lorsque H parcourt 8, est egal a la 
hauteur de Q. 
On deduit facilement de la proposition 3.2 et du lemme 3.3 le resultat 
suivant: 
COROLLAIRE 3.4. Soit Q un sous-f,[G]-module monogene de fl; notons 
a le maximum des a,(Q) lorsque H parcourt Z. Alors Q n NH est nul pour 
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tout H de 2 si et seulement si le nombre des H tels que a,(Q) soit egal a a 
est strictement supe’rieur a a. Si ces conditions sonr reaRsees, Q est Fr[G]- 
isomorphe a R,. 
On deduit de l’etude des F,[G]-modules monogenes R, le resultat suivant: 
LEMME 3.5. Soit R un F,[G]-module de hauteur a (avec 0 <a <p), 
admettant deux generateurs, non monogene, et dont tout sous-module ve’t$e 
les proprietes (1) et (2). Alors il existe deux entiers a’ et /3, verifiant 0 <p < 
a’ < a, tels que R soit de la forme R’ -i-R” avec R’ (resp. R”, resp. R’ n R”) 
isomorphe au F,[G]-module R, (resp. R,,, resp. R,). De plus, a’ et /I sent 
determines de maniere unique par R. 
Demonstration. On vbitie que le seul couple d’entiers (a’,@ qui 
convienne est caractbise par: 
Jj(R) = 1 poura’ <j<aetpourO<j<@ 
et 
6j(R) = 2 pourp<j<a’, 
oti 6j(R) vaut (nj(R) - nj- l(R)) - (nj+ l(R) - nj(R))* c.q.f.d. 
APPLICATION 3.6. Lorsque r vaut 2, 3 ou 4, les seules valeurs possibles 
pour la hauteur de Q, pour les dimensions n,(Q), et les seules structures 
possibles pour Q SW F,,[G] sont donnees par le tableau suivant, ou R, x R; 
designe l’unique classe de F,[G]-isomorphisme de modules R avec deux 
genirateurs pour lesquels (a, a’, /?) vaut (2, 2, 1). 
r ht(Q) (nj<Q> - nj- I(Q))/tt<o,>j> 1 Structure sur F,[Gl 
2 0 
1 
3 0 1 Cl A21 
2 (sip > 3) (19 2) 
4(sip>3) 0 
1 (1); A; (3) 
2 (192); (1, 3); (233) 
3 (sip > 5) (192, 3) 
0 
IF,; IF;; "; 
R,;R,@ F,;R, *R: 
R, 
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4. SUR LE NOMBRE DE GENRES DE 
REPRhENTATIONS RkALISABLES DE @I@)2 
Gardons les notations de (3); pour chaque famille d’entiers (a, (nj),cj,,) 
verifiant O<a<inf(r-l,p-1) et O(n,-n,_,(n,_,-n,_,(... 
< n, - n, < n, < r, essayons de determiner le nombre de classes modulo 
~~E&utlprclH,(NH) de sous:F,[G]-modules Q de N de hauteur a, tels que 
Q n NH son nul pour tout H et que nj(Q) soit egal i nj pour tout j. 
Procidons par recurrence sur CI. Le cas a = 0 correspond au seul module 
Q = 0. Lorsque a = 1, le groupe G agit trivialement sur Q; en choisissant une 
base de fl$ sur Fp pour tout H de F, on est ramene a compter certaines 
doubles classes de matrices a coefficients dans F,. Avant d’enoncer le 
resultat, precisons nos notations. 
Pour tout couple (n, m) d’entiers strictement positifs, notons 8’,,m 
l’ensemble des familles 3 = (Zj},hj~:mr ou Ij est un sous-ensemble non vide 
de ( 1, 2,..., n) pour chaquej, et oti la reunion des Ij est (1, 2,..., n). Pour tout 
2 = (Ij)l<j<m dans g,,“,.,,,, 
~;;‘“:c;;$‘l> 
on note C(3) = cj”, Card(lj), et l(3) = 
... C:z’?:, , 1, pour n > 2, et l(3) = 1 pour n = 1, oti l,(3) 
designe le plus petit entier j tel que Zj contienne un entier superieur ou egal a 
k (pour 2 < k < n). Definissons une relation d’tquivalence (notee NJ sur 
(1,2 ,..., m) par: j, m3 j, s’il existe une suite finie d’eliments de (1, 2,..., m) 
dont le premier (respectivement dernier) element soit j, (resp. j,) et telle que 
Zj, n Zj,, soit non vide pour tout couple (j’,j”) d’elements consecutifs dans la 
suite; notons v(3) le nombre de classes d’equivalence pour la relation -3 
dans (1, 2 ,..., m). 
Des considerations combinatoires, explicit&es en detail dans [6], 
parmettent alors de demontrer le resultat suivant: 
PROPOSITION 4.1. Soit n un entier virrifiant 1 < n < r. Le nombre de 
classes, modulo n,, y Aut F~,~,~, NH, de sous-F,[G]-modules Q de N tels que 
Q n NH soit nul pour tout H de A? et tels que Q soit fixe par G et de 
dimension n sur F,, est kgal ri Cizn+, (i) Np,s,n, 0; (i) est le coeficient du 
bin6me r!/s!(r - s)! et oli N p,s,n est hgal ri JJ3EZ, s--n 1(3)(p - l)c(3)+“(cn-S. 
Pour a > 2, on considtre l’extension de lF,[G]‘-modules 
O-1 Q(-l) -+ Q-+ Q/Q’--0 
comme une sous-extension de O,~(u-l)~~~)_*~~)/~(l-l)~_). 
Rappelons d’abord quelques proprietis tlimentaires des sous-extensions. 
Considerons une suite exacte de F,[G]-modules de dimension finie sur 
F,: 0 + Y, + Yj Y, + 0, et tixons une section s de j sur ff,; notons 
T = Homnp( Y2, Y,). Pour tout sous-IF,-espace vectoriel X de Y, notons s, une 
section quelconque sur F, de la restriction de j a X, consideree comme un 
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homomorphisme de X sur j(X). Si X, (resp. X,) est un sous-IF,-espace 
vectoriel de Y, (resp. Y,), definissons une relation d’equivalence (notee 
-x,,x,) sur T par: h -X,.X2 h’ si (h - h’)(X,) est contenu dans X,. Notons 8 
le 1-cocycle de G a valeurs dans T associl a cette suite exacte et a la section 
s; autrement dit, 6 est defini par 0, = (g-“s (test-i-dire 0, = gsgg ’ - s) pour 
tout g de G. 
LEMME 4.2. (a) On dej?nit une bijection @ de l’ensemble des sousE,- 
espaces vectoriels X de Y SW l’ensemble des triplets (X, , X,, I?), 06 X, (resp. 
X,) est un sous-F,-espace vectoriel de Y, (resp. Yz) et I? une classe de T 
module -X,+XI, en posant: Q(X) = (X n Y, J(X), k-,), 06 k,. est un 
prolongement quelconque a Y, de s ly2 - sx; @ - ‘(X, , X, , k) = X, @ 
(s - k)(X,), air k est un representant quelconque de 6 dans T. 
De plus, X est un sous-F,]G]-module de Y si et seulement si X, (resp. X,) 
est un sous-f,[G]-module de Y, (resp. YJ et (8, - ‘K-“k)(X,) est contenu 
dans X, pour tout g de G. 
(b) On de!f?nit une bijection Y de l’ensemble des F,-automorphismes f 
de Y laissant Y, stable sur l’ensemble des triplets (f, , fi, t) 06 f, (resp. fi) est 
un If,-automorphisme de Y, (resp. Y,) et t un element de T, en posant: 
'u(f)= (flv,Liof O&S--f'Q+f-'OS), 
~-'(flLL t)(Yl + Sh)=fl(Y,) + (S-l) ofi 
pour tout y, de Y, et y, de Y,. De plus, f est F,[G]-lineaire si et seulement si 
f, et fi sont F,[G]-lineaires et f, 0 0, est egal a ((3, - tn-“t) 0 fi pour tout g 
de G. 
(c) Soient X et X’ deux sous-if,-espaces vectoriels de Y, et f un IF,- 
automorphisme de Y laissant Y, stable; notons @(X) = (X,, X,, I?), @(Xl) = 
(X’, , Xi, I?), k (resp. k’) un rep&sentant quelconque de k (resp. k’) dans T, 
et Y(f) = (f, ,f2, t). Alors f(X) est Pgal a X’ si et seulement si f,(X,) est 
Pgal a Xi, f2(Xz) a Xi, et (f, k - (k’ - t)fZ)(X2) est contenu dans X’, . 
Lorsque Y est egal a RCa) (pour a > 2) et Y, a Nta- ‘), on peut choisir s de 
sorte que s(R~)/fV~-‘) ) soit contenu dans @$’ pour tout H. et alors on a en 
plus les resultats suivants: 
LEMME 4.3. (a) Soit X un sous-F, [ G]-module de N’n’, et 
Q(X) = (X, , X,, k). Pour tout H de sltp, X n flja’ est nul si et seulement si 
X, n fl;- ‘) et X, n (flz’/fVg - ‘)) sont nuls. 
(b) Tout lF,[G]-automorphisme de Nfa’ laisse stable fiCa-‘). 
(c) Soit f un IF,-automorphisme de pa’ laissant stable 1J(u-‘), et soit 
Y(f) = (f, . f2, t). Alors, pour tout H de 3, f (Iif!;‘) est contenu dans #$’ si 
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et seulement si f,(Pj- I’) (resp. f2(P;‘/K$- l’), resp. t(iVjj’/fl$- I’)) est 
contenu dans @G-” (resp. i%$j)/fl~-‘), resp. fig-I’). 
(d) St’ f, appartient a n,,,y, AutFPrc,&fl~-“), alors il existe un 
couple (f2, t) appartenant a 
tel que Pon ait f, 0 8, = (0, - w “t) 0 f2 pour tout g de G. De plus, f2 est 
alors determine’ de maniere unique, et t a Paddition prt?s dun t%ment de 
n HER’ HomFp(fl;)/$,F-‘), pi’). 
Notons maintenant B;t le compose de 19, avec un Clement fixe de 
nHEY IsomlP(@~‘, @;‘/I@~-“), pour tout g de G. Notons >a l’ensemble 
des triplets (Xi, X,, k), oti X, parcourt un systeme de representants des 
classes, modulo nHE I AutFpUiiCLIN,,, des sous-f,[G]-modules de fl de 
hauteur (a - 1) tels que Xi r7 NH soit nul pour tout fZ, ou X, est un sous- 
lF,[G]-module de N de hauteur 1 tel que X, n% soit nul pour tout H, et oit 
k est un F,-homomorphisme de fli) dans pa-‘), tels que (0: - (g-‘)k)(XZ) 
soit contenu dans X, pour tout g de G. 
Dttinissons sur s& une relation d’equivalence (notee -) par: (X1,X2, k) - 
(X;, Xi, k’) si Xi =X, et s’il existe un Clement f, de ~HEzAutiFpIo,H,fl~-” 
et un element d de nHEX” EndFPp/’ tels que l’on ait, si l’on note df2, t) l’un 
des couples associes a f, par le lemme 4.3(d): fi(X,) =X,, f2(Xz) = Xi, et 
(f, 0 k - (k’ - t - d) 0 f,)(X,) c X, . 
Les lemmes 4.2 et 4.3 donnent alors le risultat suivant: 
PROPOSITION 4.4. L’ensemble des classes, modulo nHMAutFPtG,,lG, 
des sous-f,[G]-modules Q de fl de hauteur a tels que Q n NN soit nul pour 
tout H de & est en bijection avec Pensemble quotient TJ-. 
APPLICATION 4.5. Supposons que r vaut 2, 3, ou 4. Notons Q un sous- 
Ffl[ G]-module de fl tel que Q r? G soit nul pour tout H de Z”. Alors 
rI HE;Y’ U, agit sur Q comme nHEFT Aut -FPtGIHIG, en effet, ou bien p vaut 2 
ou 3, et alors U, est Cgal a AutFD,c,,,lN, pour tout H, comme on le voit en 
appliquant 2.4 avec j =p - 1 (=l ou 2); ou bien p est superieur i 5, mais 
alors Q est egal a QCa) avec a = ht(Q) < 3 (par 3.2), done 
rI HE;Y, Aut, tCIHIG agit sur Q comme nHE x, AutPptGIHl@i), et il suflit 
alors d’appl&uer 2.4 avec j = 3. 
On a vu en (3.6) les differentes structures de F,[G]-module possibles pour 
Q. En utilisant (3.4) lorsque Q est monogine, (4.1) lorsqu’il est de hauteur 1, 
et (4.4) lorsqu’il est de hauteur 2, on obtient le nombre de classes a Z [GJ- 
isomorphisme pres de modules rlalisables M de longueur r tels que MH soit 
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Z [ G]-isomorphe a N,, pour tout H de & pour r < 4 (cf. 2.3). Ce nombre 
vaut 2 lorsque r = 2, il vaut 6 (resp. 7) lorsque r = 3 et p = 2 (resp. p > 3), 
et il vaut 2p + 35 = 41 (resp. 2p + 36) lorsque r = 4 et p = 3 (resp. p > 5). 
Plus precisement, on obtient par cette methode la repartition des classes de 
ZIG]-isomorphisme de ces modules M en fonction de la structure de 
MI@,, +f’ (=Q> sur lF,[G] et des nombres a,(Q) ou a,(Q) a et& dblini 
en (3.4); or il est facile de voir que est egal ,a p - 1 - dim,,)(M”/fiM). Ces 
resultats sont donnes par le tableau suivant: 
Nombre de 
classes de 
Structure de Z [ Gl-isomor- 
~IO,,,~~H phisme des 
Longueur sur modules M 
de M WI {p - 1 - dim,.pMH/Z?A4}HE ;y, consideres 
090 
1, 1 
0, 0, 0 
1, 130 
1, 1, 1 
1, 1, 1 
2,2,2 
1 
1 
1 
3 
1 
I 
1 (sip> 3) 
4 (si p > 3) 0 0,&O, 0 1 
5 1, l,O,O 6 
1, 1, 14 4 
1, 1, 1, 1 1 
‘F; 1, 1, 170 4 
1, 1, 1, 1 Pf7 
G 1, 1, 1, 1 1 
R, 2, 2,&O 4 
2, 2,2, 1 4 
2, 2, 2, 2 1 
&OF, 2,2, 2, 1 4 
2, 2,2,2 P-3 
R,*R; 2, 2,2,2 1 
R3 3, 3, 3, 3 1 (sip> 5) 
Lorsque r vaut 2 ou 3, on retrouve bien les resultats de L. Bouvier et J. J. 
Payan [ 1, corollaire I.5 et theoreme 11.31. 
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5. EXISTENCE D'UNITBS DE MINKOWSKI 
On designe toujours par K une extension abelienne de type (p, p) de Q, 
supposie reelle si p = 2. Notons G le groupe de Galois de K/Q, et E (resp. 
En pour tout H de 3) le groupe des unites de K (resp. de KH) modulo la 
torsion; il est facile de verifier que Et, est egal a E” pour tout H. 
On dit que K adment une unite’ de Minkowski si E est ZIG]-monogene. 
Cela equivaut au fait que E soit i2 [ G]-isomorphe a Z [G]/ZG [ 12, 
proposition 1.3 ]. 
PROPOSITION 5.1. Le E [G]-module Z[G],/EG est realisable et de 
longueur (p + 1). Pour tout H de 3, le Z[G/H]-module (Z[G]/ZG)n est 
Pgal a fi . (Z]G]/Z . G) et s’identtpe a un ideal principal de Q@‘. Le ffp[G]- 
module (Z [ G]/L . G)/@,, y (Z [G&T(?)” est isomorphe a R,_, . 
Dhonstration. Notons M le module Z[G]/ZG. 11 est facile de voir que 
M” est egal a fi . M et isomorphe a Z [ G/HI/Z . CT, pour tout H [ 12, 
proposition 1.4 ]. D’autre part, M/o,, y MH (=Q) est F,[G]-monogene, car 
M est Z [G]-monogene. Done (par 3.4), Q est Fp[G]-isomorphe a R,, oti a 
est le maximum des a,(Q) (pour H dans R). et o,(Q) est egal a 
(p - 1 - dim,p(M”/kT4)) (cf. 4.5), done a (p - 1). c.q.f.d. 
THBOR~ME 5.2. (a) Si le corps K admet une unite’ de Minkowski, alors 
les trois conditions suivantes sont vert@ees: 
(i) N,,,,,(E) = Et, pour tout H de A’@,’ 
(ii) diml,B(E/L y EH) = P(P - 1)/Z 
(iii) KH admet une unite de Minkowski pour tout H de AT 
(b) Les conditions (i) et (ii) sont necessaires et suflsantes pour que le 
L [ G]-module E soit dans le mgme genre que H [G]/Zc. 
(c) Lorsque p est &gal a 2 ou 3, les conditions (i) et (ii) sont 
sufjsantes pour que K admette une unit& de Minkowski. 
Demonstration. Notons M le Z [ G]-module realisable Z [G]/Z . G, et Q le 
F,[G]-module M/o,, F M”. Alors les conditions (i), (ii), (iii)) sont respec- 
tivement tquivalentes aux conditions suivantes: 
(i)’ Z?M = M* pour tout H de % 
(ii)’ dimkDQ = p(p - 1)/2; 
(iii)’ M” s’identifie a un ideal principal de a@’ pour tout H de LT. 
Done (a) est un corollaire de (5.1). 
On peut remplacer la condition (i)’ par la condition 
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(i)” a,(Q) = (p - 1) pour tout H de Z (cf. 4.5). 
Alors la hauteur de Q est egale i (p - l), done l’ensemble des conditions (i)’ 
et (ii)’ est equivalent a l’ensemble des conditions (i)” et 
(ii)” Q est FP[G]- isomorphe a R,-, (cf. 3.3). 
Or, ces deux conditions determinent de maniere unique la classe d’un 
F,(G]-module Q modulo nH,;rAutFp,C,Hl(MH/PMM) (car R,-, est F,[G]- 
monogene). D’ou (b), en utilisant (a). 
Entin, lorsque p vaut 2 ou 3, la condition (iii) est verifiee car CR@’ est prin- 
, . 
cipal; or U, est alors egal a AutlplC,Hj (MH) pour tout H (d’aprts 2.4), d’ou 
(c) par (2.3) et (b). c.q.f.d. 
Remarques 5.3. (a) La condition (ii) est equivalente a la condition 
mw 4fM =P- si h (resp. h, pour tout H de R) designe le nombre de 
classes de K (resp. de K*). En effet, on sait depuis J. Varmon [ 14, Satz 171 
que le quotient (n HE x h,,)/h est une puissance de p, et depuis S. Kuroda [ 81 
qu’il vaut p” cp+ ‘)‘2- ‘/(E: nH, ;y E”). 
(b) Le rtsultat 5.2(a) est en partie bien connu; pour qu’une extension 
galoisienne reelle quelconque K/Q admette une unite de Minkowski, il faut 
que la condition (i) soit veritiee, et alors la condition (iii) est verifiee pour 
tout sous-groupe distingue H du groupe de Galois de K/Q [ 12, corollaire 
1.41; lorsque de plus K/Q est de type (p,p), avec p = 2 ou 3, la necessite de 
la condition (ii) a et& demontree en [ 1, proposition III.2 et remarque 111.21. 
(c) La rtsultat 5.2(c) est connu lorsque p = 2 [ 1, proposition 111.21. 
(d) Le nombre de classes de H[G]-isomorphisme de Z[G]-modules 
realisables M verifiant (i)‘, (ii)‘, et (iii)’ est inferieur ou Cgal a p(p+‘)U~-~-~; 
c’est en effet une consequence immediate de (5.2(b)), de (2.3) et de la 
definition de vP.+, (en 2.4). 
(e) La proposition 3.2 prouve que la dimension sur F,, de E/n”, FE, 
est au plus egale a (p(p + 1)/2 - 1). En utilisant le resultat de S Kuroda 
rappele ci-dessus (en (a)), on voit que h divise &, x h,. 
EXEMPLE. Montrons que les corps abeliens de type (3,3) cites a la tin de 
[ 1 ] possbdent effectivement une unite de Minkowski. 
Notons p, et pz deux nombres premiers distincts, congrus a 1 modulo 3. 
Notons k, (resp. k2) l’unique corps cyclique de degre 3 ramitie uniquement 
en p1 (resp. p2), et K le compose de k, et k,. Alors l’extension K/Q est 
abilienne de type (3,3), et ramiftee seulement en p1 et p2. Notons k, et k, les 
deux autres corps intermediaires de l’extension K/Q. Alors k, et k, sont 
ramifies en p1 et en p2, l’extension K/k, (resp. K/k,) est ramitiee seulement 
en p2 (resp. en p,), et les extensions K/k, et K/k, ne sont pas ramitiees. 
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D’autre part, d’aprts [2 ou 111, si k est un corps cyclique de degre’premier 
p impair, les classes d’idkaux de k invariantes (par le groupe de Galois de 
k/Q) forment un espace vectoriel sur F, de dimension (t - l), oii t d&igne le 
nombre de nombres premiers ramifits dans k. 
De plus, lorsque p = 3, il est facile de montrer les r&ultats suivants [ 111: 
Si k ne contient pas de classe invariante non principale, la 3-composante 
du groupe des classes de k est rbduite h la classe principale. Si k ne contient 
pas de classe exceptionnelle (c’est-i-dire d’ordre 3 et non invariante), la 3- 
composante du groupe des classes de k est Gduite aux classes invariantes. 
Notons h (resp. h,, pour 1 Q i < 4) le nombre de classes de K (resp. de k,), 
et /zc3’ (resp. hi3’) sa 3-composante. On vient de voir que hi3’ et hi3’ sont 
&gaux A 1, et que hi3’ et hi3’ sont &gaux i 3 si ni k, ni k, ne contiennent de 
classe exceptionnelle. Or cette condition est rkalisie d& que p, n’est pas reste 
cubique modulo pz, ni p, modulo p1 [ 111. Ce cas se rencontre frkquemment; 
par exemple, si l’on se borne i p, (p2 ( 100, on obtient 29 valeurs de 
(p,,p2) convenables, d savoir (7,31), (7,37), (7,61), (7. 67), (7,79), 
(13, 19), (13,37), (13,43), (13,6I), (13,67), (13,97), (19,43), (19,61), 
(19,67), (19, 73), (19, 79), (31,43), (31,67), (31, 73), (31, 79), (37,67), 
(37, 79), (43,61), (43, 79), (61,67), (61, 73), (61,97), (67, 73), (73, 79). 
On suppose done dCsormais que hi3’ et hi3’ valent 3; alors K est le corps 
de classes de k, (et de k4). Et la 3-tour de classes de k, est de hauteur 1; en 
effet, comme le 3-sous-groupe de Sylow du groupe des classes de k, est 
cyclique, il sufflt pour le voir d’appliquer au groupe de Galois de la 3- 
extension non ramifile maximale de k, le thCor&me de Burnside suivant [ 17, 
proposition 1.4.2.51. 
Le nombre minimal de g&t+ateurs d’un pro-p-groupe r est tfgal au nombre 
minimal de g&&ateurs du groupe r/P . (r, IJ, oti (r, r) dCsigne l’adhkrence 
du groupe des commutateurs de r, et oti p est un nombre premier 
quelconque. 
Done h’” vaut 1, et comme (nf= 1 hJ/h est une puissance de 3 [ 141, cela 
donne (ns=, hi)/h = 3*, c’est-i-dire la condition (ii) du thCorime (par 
5.3(a)). 
11 reste Q montrer que la condition (i) du thCorkme est vQ%e, c’est-l-dire 
que l’on a NKIk,E = E, pour tout i de 1 A 4 (oti E, designe le groupe des 
unit&s de ki modulo torsion). On utilise pour cela les r&.ultats suivants, dus 
pour (a) A H. Yokoi [ 181 ou [ 12, thCor&me B.21 et pour (b) i S. N. Kuroda 
[9] ou [ 12, th&or&me B.1 1: 
Soit K/k une extension cyclique jhie de corps de nombres; notons m son 
degre’, et U, (resp. U,) le groupe des unit& de K (resp. de k). 
(a) Si K/k est non ramifiPe, alors le nombre de classes d’idbaux de k 
qui deviennent principales dans K est .Ggal ci m . (U, CT NK,,K*: NKIL U,); 
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(b) Si m est un nombre premier impair, si le nombre de classes de k 
est premier ti m, et si une seule place, jinie, se ramifie dans K/k, alors U, est 
En appliquant (a) aux extensions K/k, et K/k,, et (b) aux extensions K/k, 
et K/k,, on obtient la condition (i) du thiorkme. Ainsi, les corps K 
consid&& admettent une unit6 de Minkowski. 
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